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SUR LES STRUCTURES DE COURBURE
D’ORDRE 2 DANS R”"

JACQUES GASQUI

Une structure de courbure d’ordre 2 dans R™ est un tenseur de type (0, 4)
sur R, vérifiant les identités classiques auxquelles satisfait le tenseur de cour-
bure d’une métrique riemannienne sur R” (cf. identités (2) et (3)). Etant donné
une structure « de courbure d’ordre 2 sur R™, nous nous proposons de ré-
soudre le systeme d’équations aux dérivées partielles a coefficients constants :

(1) 9°gi s 08 08

dx’ox® dxtoxt x79xt oxioxk | idkL s

ol les g;; sont les composantes d’une 2-forme symétrique sur R™. Si g est une
métrique riemannienne, son tenseur R de courbure de type (0, 4) s’écrit :

l( g 4 0°g;x _ 0’8 _ 28]‘;)
2 \ 9xiox* oxiox’ dxioxt oxiox*t

+ 2 85 L — TR
D,

et =

avece

1 (aghi 0815 ag")
Eo— nk nj _ 98i5 Y
I 2 ;g ox’ + oxt ox"

Ainsi le premier membre de (1) est, a 4 prés, la partie principale de R. La
condition de compatibilité de (1) est que « vérifie la deuxieéme identité de
Bianchi par rapport 4 la connexion plate canonique sur R*. Nos calculs se
raménent facilement a ceux que nous avions fait dans [1] pour 1’équation de
Cartan pour les immersions isométriques. Si la condition de compatibilité est
satisfaite, les résultats classiques sur les systemes a coeflicients constants per-
mettent d’obtenir des solutions de (1) sur tout ouvert convexe de R™.

Les notations et le formalisme sont ceux de [2] et [1]. Je tiens a remercier
H. Goldschmidt qui a bien voulu relire mon manuscrit et me faire part de ses

remarques.
Tous les objets avec lesquels on travaille seront supposés différentiables de
classe C=. On note respectivement x', - - -, x™ et T* les coordonnées canoniques
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et le fibré cotangent de R*. Si » est un tenseur de type (0, p) sur R” (i.e., est
une section de ®* T* sur R"), on posera

w( a PR a ) = W .
oxi’ " oxie ot 2

pour tous entiers 7, - - -, i, compris entre 1 et n. Les tenseurs de type (0, p)
symétriques ou alternés sur une partie de leurs arguments seront toujours re-
pérés par leurs composantes par rapport a la base (dx* & - - - ® dx™?);_;, ... i,n
de C=(®* T*).

Une structure de courbure d’ordre 2, ou double 2-forme, sur R* est une
section « de A*T* @ A*T* sur R™ vérifiant

(2) Ugjrr = Xgreg »
(3) Qigpy + Xgpsr + Argjr = 0,

pour tous entiers i, j, &, 1.
Si g est une 2-forme symétrique sur R", on vérifie facilement que le tenseur
»(g) défini par

9°gu %8k _ 58 = 081
oxIox* oxoxt ox7ox! oxtox*®

(U(g)ijkl =

est une structure de courbure d’ordre 2. En outre on a

dw(g) 0w(8) s 00(8) 151m
4 JElm im — O .
4) ox? * ox’ + ox*

Les identités (4) reviennent a dire que w(g) vérifie la deuxiéme identité de
Bianchi par rapport a la connexion plate canonique sur R* (cf. [3]).

On note G le sous-fibré de 4*T* ® A*T* dont les sections sont les structures
de courbure d’ordre 2 et H le sous-fibré de T* @ G dont les sections @ véri-
fient la deuxiéme identité de Bianchi:

Oiitim + Ojniim + Orijm = 0.

Soit J($*T*) le fibré des 2-jets de sections du fibré S*T* et soit ¢ : J,(S*T*)
— G le morphisme de fibrés vectoriels sur R” défini par

o(,()(x) = w(®)(x) ,

si g est une 2-forme symétrique définie sur un voisinage de x € R™. Si o(p)
désigne le symbole de ¢ (cf. [2]), on a

0(90)(C)iju = Cyyyp + Cjkil - Cz'kjl - leik s
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\
pour tout| C e $°T* @ S*T*. Le noyau de ¢ est une équation différentielle 1i-
néaire d’ordre 2 sur $*T* que I’on notera R,.
Posons|N = 4n(n 4+ 1) et fixons une 2-forme symétrique B sur R* 2 valeurs
dans R¥ telle que les vecteurs

Bij(x)zB( a., a_)(x), avec 1 <i<j<n,
axt  ox’

soient lindairement indépendants en tout point x ¢ R*. Sir est un entier, notons
S™T* ® RY le produit tensoriel du fibré $77* par le fibré trivial sur R® de fibre
RY, et §"Y I’isomorphisme de fibrés vectoriels sur R* de S*T* @ RY sur §7T*
& $*T* défini par

(9(T)(C)il,...,i,jk = <Bjk7 Cil,---,i,> ’

siCe S’T* & R¥, ou {, » désigne le produit scalaire canonique sur RY.
Soit p: S°T* @ RY — G le morphisme de fibrés vectoriels sur R* défini par

06(Oijer = By Ciip + {Byiy Cop — (B Cyi> — By, Cypy

si C e $°T* ® RY. On vérifie facilement que les diagrammes

sST*QRY X5 G
(5) 01 id .

s+ @ 1+ 2% G

et

3
STHIT* R RY > T* RS T*R RN

(6) e<r+1>l lem

]
STHT* Q@ ST* —— T* @ §T* Q STT*

commutent, ol § est le morphisme de Spencer (cf. [2]).

Reprenant alors les calculs du § 4 et des propositions 5.1 et 5.2 de [1], en
remplagant T+ par R” et p,, par p, la condition de “rang maximum’ imposée
a B permet d’affirmer que Ker (p) est un sous-fibré involutif de $*T* & R¥.
D’aprés la commutativité de (5) et (6), le symbole de R,, noyau de o(p), est
ayssi involutif.

SiCeST*RST*, on a

0(90)05(C)ijkzm = Cijmkl + Cikljm - Cijlkm - Cikmjl .

En sommant 1’expression ci-dessus par permutation circulaire sur i, j, £, on
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obtient zéro ; ainsi I’image de o(p) - & est contenue dans H. Toujours d’aprés
la proposition 5.1 de [1], on a Im (p-8) = H: combinant ce dernier résultat
avec la commutativité de (5) et (6), on en déduit que 1’image de a(p) < d est
égale a H.

Si R, désigne le premier prolongement de 1’équation R,, on a, d’apres [2],
la suite exacte

. K
R, 2> R,——> T*QRG)/H ,

ol K est le morphisme de fibrés vectoriels défini comme suit: si p = j,(g)(x)
€ R,, avec g section de $°T* sur un voisinage de x € R, K(p) est la classe de
B dans (T} ® G,)/H,, ou §est I’élément de T7F & G, défini par

Bursim = (@) pn)(®) -
ox*

Mais, d’apres (4), on a K = 0, donc R, est formellement intégrable. Des cal-
culs précédents et du théoréme 4.3 de [2], on déduit que la condition de com-
patibilité que doit vérifier le second membre « du systéme (1) est la deuxi¢éme
identité de Bianchi:
5%“.7'“”; + %amm + %aijlm =0.

On a alors le

Théoréme. Soit o une structure de courbure d’ordre 2 sur R"™ vérifiant la
deuxiéme identité de Bianchi par rapport da la connexion plate canonique sur
R™. Si U est un ouvert convexe (resp. ouvert convexe borné) de R", il existe
une 2-forme symétrique (resp. métrique riemannienne) g sur U telle que

0@ =a.

Démonstration. L’existence de solutions sur un ouvert convexe est un ré-
sultat classique sur les systémes a coefficients constants (cf. [4]). L’existence
de solutions métriques riemanniennes sur un ouvert convexe borné U s’en dé-
duit alors facilement: si g est une 2-forme symétrique sur U vérifiant w(g) =
a, la forme g définie sur U par

gij = g;; + 251"7' )

avec 4 € R* assez grand, est une métrique riemannienne sur U qui vérifie encore
o(g) = a.
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